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PENDAHULUAN 
Secara umum, analisis perhitungan rangka 
batang di asumsikan memilikisambungan kaku 
atau pin. Padahal pada kenyataannya, perhi-
tungan analisis struktur menggunakan asumsi ini 
akan memberikan hasil yang tidak sesuai dengan 
perilaku struktur sesungguhnya, seperti defor-
masi, distribusi gaya batang dan stabilitas  ba-
tang, maupun struktur secara kese-
luruhan.Rangka batang pada umumnya memiliki 
sambungan semi-kaku, oleh karena itu, analisis 
struktur yang dapat memodelkan tipe sambun-
gan ini sangatlah dibutuhkan, sehingga dapat 
menunjukkan perilaku struktur yang 
sesungguhnya. Sambungan baut dan las merupa-
kan salah satu tipe sambungan semi-kaku. Sam-
bungan ini memiliki efek negatif terhadap kesta-
bilitas struktur, yaitu dapat memperbesar defor-
masi dan mengurangi kekakuan bangunan. 
Dengan kata lain, sambungan semi-kaku akan 
meningkatkan efek second-order (P-∆) dan 
mempengaruhi kestabilan struktur secara kese-
luruhan [1,2].  
Karakteristik dinamik struktur dapat diamati 
menggunakan instrumen dinamik seperti accel-
erometer, dan dapat di verifikasi menggunakan 
banyak metode yang dapat memasukkan nilai 
kekakuan sambungan. Pengujian dinamis 
struktur menunjukkan karakteristik dinamis 
struktur yang sesungguhnya, yaitu, frekuensi 
alami struktur dalam arah tiga dimensi, serta  
koefisien redaman struktur. Semua parameter 
ini dapat menjadi titik awal untuk evaluasi 
struktur bangunan, jembatan, dan lain-lain. 
Faktor penting lainnya adalah bahwa pengujian 
dinamis tidak menyebabkan kerusakan 
bangunan [3]. 
Dalam tulisan ini, matriks unsur elemen 
balok disajikan. Metode ini merupakan bagian 
dari Metode Elemen Hingga.Analisis rangka 
batangterhubung semi-kaku yang meng-
gabungkan sepasang kekakuan sambungan 
kedalambentuk fungsi kubik Hermitian, dengan 
memberikan r = 0 ke 1 sebagai nilai kekangan. 
Menggunakan fungsi bentuk ini, matrik massa, 
kekakuan linier dan kekakuan geometri dari 
elemen balok dapat diperoleh langsung dari 
prosedur standar untuk formulasi elemen hing-
ga. 
Tujuan utama dari publikasi ini adalah untuk 
menyajikan (1) matrik kekakuan, massa dan 
kekakuan geometris dari balok-kolom prismatik 
dengan koneksi semi-kaku. (2) pemanfaatan 
matriks ini dalam perhitungan stabilitas dan 
analisis struktur orde kedua. (3) frekuensi alami 
analisis struktur 2D. (4) Contoh pengaruh gaya 
aksial terhadapanalisis frekuensi alami. 
 
Metode Elemen Hingga 
Matrix Kekakuan untuk rangka batang 
sebenarnya pendekatan metode elemen hingga, 
yang berarti bahwa hasil perhitungan hanya  
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pendekatan untuk model yang sebenarnya dari 
suatu sistem. Cara yang paling cocok untuk 
menentukan karakteristik dinamik dari struktur 
rumit adalah dengan dimodelkan menggunakan 
matrik massa, kekakuan dan matriks 
redaman.Matriks ini memiliki bentuk yang ber-
beda, tergantung pada elemen teori yang 
digunakan dan berapa banyak derajat kebebasan 
yang dipakai.  
  
Dalam tulisan ini, semua matriks dibentuk 
menggunakan persamaan balok Bernoulli semi
-kaku dengan μik = r pada node I dan αik = 
μik / l. 
Unsur matriks kekakuan dapat dirumuskan 
dengan menggunakan prinsip metode elemen 
hingga. Kekakuan matriks elemen diperoleh 
dalam bentuk dibawah ini [1]. 
 
      












Untuk kasus rangka batang kaku,µik = µki = 1. 







Matrik Massa untuk Rangka Batang 
Matriks massa untuk formulasi rangka batangdimulai dari fungsi interpolasi semi-kaku balok, ele-
men matriks massa konsisten balok tersebut dilampirkan dalam bentuk [1]: 
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Hasil dan Pembahasan 
Gambar 1 menampilkan contoh pertama dari 
rangka batang sederhana dengan dua elemen 
dengan panjang masing-masing500 mm mem-
iliki r kekakuan sendi di ujung masing-masing 
join seperti yang ditunjukkan pada gambar 1. 
Untuk tujuan perhitungan,nilai E, I, dan A di-
asumsikan sebagai 200000, 3.947,37, dan 
125,35 unit. Menggunakan program yang telah 
dibuat sebelumnya, perhitungan di tunjukkan 
pada Tabel 1 dengan perbandingan hasilanalisis 
menggunakan SAP2000. 
 
Gambar 2 menunjukkan hasil analisis 
menggunakan metode ini dengan memperhi-
tungkan faktor r semi-kaku pada kedua join. 
Nilai kekakuan join bervariasi dari r = 0 sam-
pai 1, kemudian dianalisis dengan dua elemen 
balok. Sebuah beban titik (P) dari 1 kN pada 
arah global Z diletakkan di join no 2 dan 1 kN 
dalam arah global X diletakkan pada node 1 
balok.  
      
Matrik Kekakuan Geometri Rangka Batang 
Berdasarkan fungsi interpolasi balok semi-kaku, kekakuan matriks geometris balok dapat diturunk-
an dalam bentuk [1]: 
 












Jurnal SCIENCETECH Vol 2 No 1 April 2016 
121 
Join pertama diasumsikan memiliki koneksi 
kekakuan dengan factor bervariasi dari 0 ke 1, 
hasil perhitungan ditunjukkan pada Tabel 1. 
Jika join memiliki nilai r = 0, maka momen 
diujung balok Mu = 137500 N mm, sedangkan 
di tengah balok, memiliki nilai Mu = 137500 




























Namun jika koneksi kekakuan perubahan 
yang faktor ketetapan r = 0,1, maka anggota 
yang memiliki momen akhir Mu = 14864 N 
mm, dan Mu = 260135 N mm di pusat balok. 
Dari atas nilai ketetapan faktor, kekuatan unsur 
anggota, frekuensi alami, dan beban kritis dihi-
tung dengan rumusan yang diusulkan seperti 



























Gambar. 1. Permodelan balok menggunakan dua elemendenganjoin semi-kaku 
Gambar. 2.(a) Nilai momen balok (b) momen di tengah balok (c) momen di ujung balok 
Kekan
ganr 
Momen di ujung 
balok (Nmm) 

















1  137500  137500  137500  137500  83.07  84.71  83.36 
0.75  111486  -  163514  -  71.05  72.82  - 
0.5  78571  -  196429  -  60.03  61.98  - 
0.25  39286  -  235714  -  50.29  52.49  - 
0.1  14865  -  260135  -  45.25  47.62  - 
0  0  0  275000  275000  33.95  36.92  36.77 
Tabel 1.Momen dan frekuensi alami balok 
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     Nilai untuk gaya masing-masing elemen 
telah dievaluasi dengan menggunakan dua 
metode. Pertama, cara langsung menggunakan 
metode matrik yang diusulkan, dan kedua, 
metode menggunakan perangkat lunak komer-
sial yaitu SAP2000. Sebagai cek validitas, nilai 
yang di dapat dibandingkan dengan hasil yang 
diperoleh dengan menggunakan metode teoritis. 
Ini telah dilakukan dan hasilnya diberikan pada 
Tabel 1 dan Tabel 2. Secara umum, analisis 
semi-kaku balok sederhana menunjukkan bahwa 
balok dengan kekakuan yang lebih tinggi mem-
iliki momen tahanan yang lebih tinggi, sementa-
ra di pusat balok menunjukkan sebaliknya.  
Frekuensi alami yang diperoleh dengan 
menggunakan metode ini adalah lebih tinggi 
dari nilai yang diperoleh dengan menggunakan 
software SAP2000. Namun, itu dianggap bahwa 
korelasi antara kedua metode adalah wajar, ka-
rena SAP2000 menggunakan massa terpusat 
dalam perhitungan. Frekuensi alami dari balok 
dengan dan tanpa efek gaya aksial ditunjukkan 
pada Tabel 1. Beban Kritis ditunjukkan pada 
Tabel 2 digunakan untuk mengetahui pengaruh 
gaya aksial perhitungan frekuensi alami. Hasil 
dianggap memiliki hasil yang cukup baik,walau 
menggunakan hanya dua elemen, perhitungan 
beban kritis cukup akurat (lihat table.2) dengan 
kesalahan kurang dari lima persen. Untuk ana-
lisis yang melibatkan tiga atau lebih elemen, 
hasilnya akan lebih akurat. 
 
Kesimpulan 
Berdasarkan penelitian yang dilakukan 
dengan membandingkan analisis hubungan 
semi-kaku dengan variasi kekakuan pada ujung 
balok, disajikan. Analisis balok dengan faktor 
kekakuan r = 1 memiliki hasil yang sama sep-
erti analisis balok kaku. Balok dengan faktor 
kekakuan join yang lebih rendah memberikan 
nilai frekuensi alami yang lebih rendah, dan 
hasil penelitian ini menunjukkan bahwa frek-
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tungan  Teori  Perbedaan %  Perhitungan  SAP2000  Perbedaan % 
1  26098.31  25756.00  1.31  26098.31  20214.71  22.54 
0.75  20841.10  -  -  20841.10  -  - 
0.5  16119.55  -  -  16119.55  -  - 
0.25  12179.21  -  -  12179.21  -  - 
0.1  10272.74  -  -  10272.74  -  - 
0  6487.94  6438.90  0.76  6487.94  6060.27  6.59 
Table 2. Beban Kritis 
